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Hopfalgebra $\mathrm{f}\mathrm{l}=(\mathrm{f}\mathrm{l}, m, \delta, \epsilon, \kappa)$ $m$ product $\delta$ coproduct. $\epsilon$
$\mathrm{c}\circ \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}l_{\text{ }}$
$\kappa$ antipode . Hopf algebra fl involufion ’
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\alpha$
$\delta$ $*$-preserving Hopf $*$-algebra . Hopf $*_{-}$
algebra fl dualconvolufionalgebra $\mathrm{f}\mathrm{l}’$ involution
:
$<a,$ $\varphi^{*}>=<\kappa(a)^{*},$ $\varphi>$ , $a\in$ $\varphi\in \mathrm{f}\mathrm{l}’$.
paired $\mathrm{H}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{f}^{*}}}.$ albras $($ fl, $\mathfrak{B})$ $($ fl, $\mathfrak{B})$ Hopf algebras
pairing fl, involution
.
Hopf algebra fl dual convolution algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}’$
dual object . - coquasitriangular
Hopf algebra $\mathfrak{g}$ paired HoPf algebra quantum grouP fl
quantum enveloping algebra . – cosemisimple HoPf algebra
fl reduceddual $\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}$ . – Hopfalgebra
multiplierHopfalgebra object . quantum
group dual quantumgroup .
paired Hopf algebras $(\mathrm{f}\mathrm{l}, \mathrm{q}l)$ paired multiplier Hopf algebras $($ fl, $\hat{\mathfrak{U}}$ $)$
quantumdouble Hopfalgebra mmlfiplierHopfalgebra
. VanDaele $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\iota \mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{f}$
algebras $($ fl, $\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}})$ – mulfiplier Hopf algebra
$\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{i}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{n}}\mathrm{g}$ . quantum double dual version
double group construcfion .
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{H}\mathrm{o}_{\mathrm{P}}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ pairedHopfalgebrae $(\mathrm{f}\mathrm{l}, T\mathit{1})$
double group construction . .
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\iota \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ fl quantumdouble $\mathrm{f}\mathrm{l}\triangleright\triangleleft \mathrm{f}\mathrm{l}$
$(\mathrm{f}\mathrm{l}, \prime \mathrm{u})$ double group construction
. real coquasitriangular compact Hopf *-algebra
.
Y. Nakagami [KY2], A. Van Daele, Y. Zhang
[KVZI – .
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II-1. Coquasitriangular Hopf Algebras
. $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [\mathrm{M}1[\mathrm{K}\mathrm{S}])$ .
Hopf algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}=(\mathrm{f}\mathrm{l}, m, \delta, \epsilon, \kappa)$ coquasitriangular $(\mathrm{C}\mathrm{Q}\Gamma)$ ,
(O), (i), (ii) bilinearform $s$ .
’
(o) $\exists$ inverse $s^{-1}$ of $s$ in theconvolutionalgebra $\mathcal{L}(\mathrm{f}\mathrm{l}\otimes \mathrm{f}\mathrm{l}, \mathrm{C})$
(i) $s$( $a$ a’, $b$ ) $=s(a\otimes a’, \delta(b))$
$s(a, bb’)$ $=s(\delta(a), b’\otimes b)$
( $s$ skew pairing)
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\gamma \Sigma_{(a)()}sb(a_{(2)}, b_{(}2))b_{\langle}a=1)(1)\Sigma(a)(b)S(a_{(}b_{(})\mathrm{t})’ 1)a_{(2)}b(2)$ .
( quasicommutativity )
$\mathrm{c}\mathrm{Q}\mathrm{T}\mathrm{H}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{f}}}$ al$*$ bra ( $s$ ) real (resp. anti-real) skew paifing $s$
$s(a^{*}, b^{*})$ $=s(b, a)$ (resp. $s(a^{*},$ $b^{*})$. $=s^{-1}(.a,$ $b)$ )
.
Yang-Baxter $R_{q}(q\in C-\{0\})$ FRT-formalim $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [\mathrm{R}\mathrm{T}\mathrm{F}])$
Hopfalgebra coquasitriangular(CQT) . $q$ :real
( $s$ ) $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1_{\text{ }}$ $|q|=1$ ( $S$ ) anti-real .
CQTHopfalgebra $(\mathcal{R}s)$
$i$ ; a\in A\rightarrow s(a, $\cdot$ )\in fl ,
$j$ ; $a\in \mathrm{f}\mathrm{l}arrow s^{-}(1. , a)\in A’$ ,
$\prime \mathrm{u};\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}e\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{o}\mathrm{f}$
$\mathrm{f}\mathrm{l}’$ generatedby $i(A)$ , $j(\mathrm{f}\mathrm{l})$
,
1 Sweedler $\delta(a)=$ $\Sigma_{(a)}a_{()}1\otimes a_{(2)}$ .
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$\prime \mathrm{u}$ Hopfalgebrapairedwith A.
$i$ , $j$ ; $\mathrm{f}\mathrm{l}arrow’w\circ \mathrm{p}l\mathrm{h}$ Hopfalgebrahomomorphisms.
realor anti-real CQTHopf*-algebra , Hopf *-algebra
pairedwith fl, $i$ $i$ Hopf*-algebrahomomorphism .
fl quantum e group quantum enveloping algebra
.
11-2. Quantum $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{l}\infty$ of Coquasitriangular Hopf Algebras
$\mathrm{C}\mathrm{Q}\Gamma$ Hopf algebra $($ fl, $s)$ , $\mathrm{f}\mathrm{l}\otimes \mathrm{f}\mathrm{l}$
Hopfalgebra structure :
product $( a\otimes b)(c\otimes d)=\Sigma_{(b)(C}s^{- 1})(b_{(}c)1\rangle’(1)S(b_{(}c_{(3\}})3\rangle$’ a $c_{(2\rangle}\otimes b_{(2)}d$ ,
unit $1\otimes 1$ ,
coproduct $\delta=\sigma_{23}$ ( $\delta$ $\otimes\delta_{\mathfrak{B}}$ ) ( $\sigma$ flip )
counit $\epsilon=\epsilon \mathrm{f}\mathrm{l}\otimes\epsilon_{\mathfrak{B}}$
antipode $\kappa(a\otimes b)=\Sigma_{(a)(b}s)(b_{(}a)1)’(1)(sb_{(}-1a_{(3})3)’)\kappa(a_{(2}))\otimes\kappa(b_{(2)})$
coalgebra structure tensor coalgebra fl $\otimes \mathrm{f}\mathrm{l}$ algebra
structure $s$ twist . Hopfalgebra
$\mathrm{f}\mathrm{l}\triangleright\triangleleft A$ .
$($ fl, $s)$ real anfi-real $\mathrm{C}\mathrm{Q}\mathrm{r}$ Hopf $*$-algebra , $\mathrm{f}\mathrm{l}\triangleright\triangleleft$ A
involution ;
$(a\otimes b)^{*}=b^{*}\otimes a^{*}$ (for real $s$ )
$(a\otimes b)^{*}=\Sigma_{(a)(b}\overline{s(b_{(},a)})1)\mathrm{t}1\rangle\overline{(S-\iota b_{(}3)’ a)\langle 3)}a(2)*[eggx] b(2)^{*}$ (foranti-real $s$ )
$\triangleright\triangleleft \mathrm{f}\mathrm{l}$ Hopf*-algebra .
. (K-Nakagami) (realoranti-real) CQTHopf(*-)algebra fl ,




$\mathrm{C}\mathrm{Q}T$ Hopf algebra $($ fl, $s)$ factorizable quantum (inverse)
Killing form $(s\circ\sigma)_{S}$ $\in(\mathrm{f}\mathrm{l}\otimes A)’$ ( $\sigma$ flip) nondegenerate
.
Real CQTHopfalgebra fl compact compactquantumLie group ( )
quantumdouble fl $\mathrm{N}$ .
factorizable $\mathrm{f}\mathrm{l}\triangleright\triangleleft A$ $\otimes\prime \mathrm{u}$
. – . Podles-Woronowicz
compact quantum e group $\mathrm{S}\mathrm{U}_{q}(2)$
quantum Lorenz group . Podles quantum Lorenz group
$\mathrm{S}\mathrm{U}_{q}(2)\triangleright\triangleleft \mathrm{S}\mathrm{U}_{q}(2)$ .
$\mathrm{C}\mathrm{Q}\Gamma$ Hopf algebra $($ fl, $s)$ skew paired Hopf algebras $( u\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}})$ ,
$(^{\mathrm{r}}W^{\mathrm{o}_{\mathrm{P}}}., \mathrm{f}\mathrm{l})$ , ( $’\wp^{\mathrm{p}}$ ), $(\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}}, \mathrm{q}\mathit{1})$ 2 Quantum
Double $\prime u\triangleright\triangleleft \mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ , ($W^{\mathrm{p}}\triangleright\triangleleft \mathrm{f}\mathrm{l},$ fl $\mathrm{N}’\wp^{\mathrm{p}}$ , $\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}}\triangleright\triangleleft\prime \mathrm{u}$ 3.






3 Tensor coalgebra structure twist algebra structure . twist
$x\in$ $\varphi\in \mathrm{f}\mathrm{l}’$
$S(x\otimes\varphi)=\Sigma_{(x})$ $\varphi$($x_{(1)}\cdot$ x(3)) $)$ \otimes x(2)\in $\mathrm{f}\mathrm{l}’\otimes \mathrm{f}\mathrm{l}$ ,
$m\equiv(m_{\mathbb{R}}, \otimes m\mathrm{z}\circ \mathrm{p})\circ s;$ ($23\mathrm{f}\mathrm{l}’\otimes$ $\circ$ p)\otimes (\mbox{\boldmath $\pi$}\otimes Aop)\rightarrow A’\otimes (10p.
$m$ \otimes rP associative . algebra
$\mathrm{f}\mathrm{l}’\otimes \mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{O}}\mathrm{p}$ $\mathrm{f}\mathrm{l}’\mathrm{N}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{O}}\mathrm{p}$ . $;\mathrm{u}_{\mathrm{N}}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ $\mathrm{f}\mathrm{l}’\mathrm{N}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ subalgebra .
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Hopf(*-)algebra $fl_{\backslash }^{\text{ }\mathrm{N}}$ fl) algebra(*-)structue & tensor
algebra $\mathrm{f}\mathrm{l}\otimes \mathrm{f}\mathrm{l}f^{\mathrm{O}}\mathrm{P}$ subalgebra coalgebrastructure
$\otimes$ 0p tensor coalgebrastructure twist $\text{ }$ .
:
. $f$ $f(\mathrm{f}\mathrm{l}\triangleright\triangleleft \mathrm{f}\mathrm{l})$ QuantumDoubl $e$ $u_{\mathrm{N}}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ Hopfalgebra
pairing . pairing factorizable
nondegenerate .
111-1. Cosemisimple Hopf AlgebraS
. $\overline{\overline{\mathrm{H}}}\mathrm{o}\mathrm{p}\iota^{-}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\dot{\mathrm{D}}\mathrm{r}\mathrm{a}$ $\overline{\mathrm{A}}^{\iota}$ $\wedge 9\vec{\overline{\mathrm{O}}}$ \breve j- $\overline{- p}$ $\breve j\text{ }---$
$(\mathrm{i})$ cosimplesubcoalgebras .
(ii) corepresentation .
(iii) $\exists h$ : leftinvariantfunctionaf on A $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $h(1)=1$ .
cosemisimple .
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$
$\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}=$ { $\varphi$ $\equiv h(\cdot a)$ ; $a\in A$ } $(=\{h(a\cdot) ; a\in \mathrm{f}\mathrm{l} \})\subset \mathrm{f}\mathrm{l}’$,
reduceddual . semisimplealgebra
dualconvolutionalgebra ideal .
. cosemisimple Hopf algebra A reduced dual
$\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}$ dual pair
($\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\rangle \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{f}\mathrm{a}e\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ 5.
4 afunctional $h$ on aHopf*-algebra leftinvariant
$(\iota\otimes h)(\delta(a))=h(a)1$ , $a\in \mathrm{f}\mathrm{l}$
.
5
$\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{P}^{\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{r}}}\mathrm{e}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{f}$algebra $\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}$ $\#\mathrm{h}-\Re$ } $.\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\text{ _{ }}\backslash$ coproduct VS multiplier
algebra $M(\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}\otimes\hat{A})$ homomorphism . multigierHopfalgebras
72
$a\in A$ , $\varphi\in\wedge$
$\pi(a)b=ab$ , $\hat{\pi}(\varphi)b=$ ( $\varphi$ $\kappa^{-1}\otimes\iota$ ) $\delta(b)_{\text{ }}$ $b\in \mathrm{f}\mathrm{l}$
$\pi(a)$ , $\hat{\pi}(\varphi)\in L\langle \mathrm{f}\mathrm{l}$) \epsilon .. $\pi$, ’ $\hat{\pi}$ %A (x)
faithfull . $\hat{\pi}$ muldplieralgebra $M(\hat{\text{ }})$
. $\pi$, $\hat{\pi}$
$\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}\mathrm{c}\mathcal{L}(\mathrm{f}\mathrm{l})$ , $\text{ }\otimes\hat{A}$ , $\hat{A}\otimes\hat{\text{ }}$ , $M(\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}\otimes \mathrm{f}\hat{\mathrm{l}})\subset L(^{\mathfrak{g}}\otimes \mathrm{f}\mathrm{l})$ ,
$\pi$, $\hat{\pi}$ .
Kac-Takesakioperator: W\in L(fl\otimes )





, $\hat{W}=\sigma\circ W^{1_{\circ\sigma}}$ .
111-2. Cosemisimple HoPf Algebras Double Group Construction
Ouantum Doubles




$\equiv \mathrm{A}\mathrm{d}\hat{W}_{23^{\mathrm{o}}()}\delta_{13}\otimes\hat{\delta}\mathrm{o}\mathrm{p}_{24}$ ; $\mathrm{f}\mathrm{l}\otimes\hat{\text{ }}arrow M(\text{ }\otimes \mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}\otimes \text{ }\otimes\hat{A})$
$\epsilon\equiv$ $\epsilon$
$\otimes\epsilon_{\hat{\mathrm{A}}^{\text{ }\circ \mathrm{r}}}$
$\kappa\equiv$ ( $\kappa \mathrm{n}\otimes\kappa\hat{\mathrm{A}}$c p)oAdWl\in L( $\otimes$ )
$(\mathrm{f}\mathrm{l}\otimes \mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}^{\mathrm{C}}\mathrm{o}\mathrm{p}, m, \delta, \mathrm{K}, \epsilon)$ $(\mathrm{r}\mathrm{e}_{\mathrm{o}}\sigma \mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r})\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ .
$A\mathrm{z}\hat{\text{ }}$ cop .
coproduct $\delta$
$\delta(a\otimes\varphi)=\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{W}_{23}W\iota 3\hat{W})24(1\otimes 1\otimes a\otimes\varphi)$
coassociativity Kac-Takesaki $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $W,\hat{W}$ Pentagonal
equafion .
– P4 quantum bouble $\mathrm{f}\hat{\mathrm{l}}\mathrm{N}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$
$\mathrm{f}\mathrm{l}’\mathrm{N}$ op ideal .
. algebra $\hat{\text{ }}\mathrm{N}A^{\mathrm{o}_{\mathrm{P}}}$ tensor multipliercoalgebrastructure ($\mathrm{r}e$gular)
mulfiphher Hopf algebra . fl $\mathrm{Z}\hat{\mathfrak{g}}^{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{p}}$ , A $\mathrm{N}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ multiplier Hopf
algebra pairing .
IV. Compact Hopf $\star$-Algebra $\text{ }$ Quantum Double
Hopf*-algebra A non-zerq positivq leftinvariantfuncfional $h$
fl compact . $h$ unique (up to scalar), f ll




compact $\mathrm{H}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{f}^{*}- \mathrm{a}1\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}}}\mathrm{g}\mathrm{e}$ , $h$ Haar measure, $( \pi, H)$ $h$
GNS $\mathrm{r}\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{t}}\mathrm{a}\zeta \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ . compactquantumgroup
. Non-trivial $\pi$ .
$\hat{\pi}(\phi)a\equiv(\emptyset 0\kappa^{- 1}\otimes\iota)\delta(a)$ , $\phi\in \mathrm{f}\mathrm{l}’$ , $a\in \mathrm{f}\mathrm{l}$
$\hat{\pi}$ HilbeIUspace dense subspace ’
( $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $\mathrm{f}\mathrm{l}’$ as a $\mathrm{o}*$-algebra) . $\hat{\pi}$




fl compact $\mathrm{r}e\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{P}\mathrm{f}^{*}$-algebra $\prime u$ \S II-1
Hopf *-algebra paired wiffi acompact Hopf *-algebra fl .
factorizable
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